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摘要 : 　在 RN ×R+ ( N ≥2) 中考虑非线性波动方程 :5








u = | u | p- 1 ·u ,
1980 年 Kato 证明当 1 < p ≤N + 1
N - 1
时 ,Cauchy问题的解可能在有限时刻爆破·　在本文中 ,使用不
同的估计方法 ,把 Kato 的结果改进为 1 < p ≤ N + 3
N - 1
·　
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在 RN ×R+ ( N ≥2) 中考虑非线性波动方程的 Cauchy 问题 :
　　








u = | u | p- 1 ·u 　　( x , t) ∈RN ×(0 , T) ) ,
u ( x ,0) = g ( x) 　( x ∈RN) ,
ut ( x ,0) = h ( x) 　( x ∈R
N) ,
(1)
其中 u ( x , t) 是具有有限扩散速度的非平凡解 , 并且它的紧支集含在一个前推锥里





d t∫RN u ( x , t) d x t =0 > 0 或 ∫RN u ( x , t) d x t =0 ≠





H1) 　1 < p < N + 3
N - 1
,
H2) 　 aij ( x) ∈ C
2 ( RN) 且满足椭圆条件 ,
H3) 　 g ( x) , h ( x) ∈ C ∞0 ( R
N) , supp g ( x) , h ( x) Α | x | ≤ d ,
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H4) 　∫RN g ( x) h ( x) d x ≥0 且 g ( x) ¢ 0 ,此条件蕴含了 :
　　
d
d t∫RN u2 ( x , t) d x t = 0 ≥0 和∫RN u
2 ( x , t) d x
t =0
> 0 ,
H5) 　 I > 2
p + 1∫RN | g ( x) | p+1d x - ∫RN aijDigDjgd x - ∫RN | h ( x) | 2d x ≥0 ·　
那么问题 (1)的解 u ( x , t) 将在有限时刻爆破·　
证明　H2)～H4)蕴含了问题 (1)存在唯一的古典解 u ( x , t) ,我们将使用类似[2 ] 文的方
法来估计
　　w ( t) >∫RN u2 ( x , t) d x ,
首先 ,在 (1)中方程两边乘以 u ( x , t) 并在 RN 上积分 ,可得 :
　　 1
2
w″( t) = p - 1
p + 1∫RN | u | p+1d x +
2
p + 1∫RN | u | p+1d x +
∫RN | ut | 2d x - ∫RN aijDiuDjud x , (2)
然后 , 在 ( 1 ) 中 方 程 两 边 乘 以 ut , 并 在 R





　　∫RN | ut | 2d x =
2
p + 1∫RN | u | p+1d x - ∫RN aijDiuDjud x +∫RN aijDigDjgd x +
∫RN h2d x -
2
p + 1∫RN | g | p+1d x ,
结合 H5)得 :∫RN | ut | 2d x =
2




w″( t) = p - 1




w″( t) ≥ p - 1
p + 1∫RN | u | p+1d x , (4)
从而 w″( t) ≥0 , w′( t) 是递增的·　由 H4) , w′( t) ≥w′(0) ≥0 ,即 w ( t) 也是递增的·　由 H4)
可知 :
　　w ( t) ≥w (0) > 0·　 (5)
另一方面 , u ( x , t) 具有限扩散速度 ,由 (H3) 有 :
　　w ( t) =∫RN | u | 2d x =∫| x| ≤t + d | u | 2d x ≤
∫| x| ≤t + d | u | p+1d x
2
p+1




即 　　　w ( t)
p+1
2 ≤ c1 ( t + d)
N ( p- 1) / 2 ·∫RN | u | p+1d x ·　
结合 (4)可得
　　w″( t) ≥ c2 ( t + d)
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　　w″( t) ≥ c0
p + 3
p - 1
( t + d) - N
( p - 1) / 2 ·w ( t)
p+1
2 ·　 (6)
由 (5)知 当 t ≥0 时 , w″( t) > 0 ,因此存在正常数ν使得 w″( t) > ν,从而
　　w ( t) ≥ 1
2
νt2 + w′(0) t + w (0) ,
由此有 :
　　w ( t) ≥μ( t + d)·　 (7)
其中μ是适当小的正常数·　




( t + d) - N







( p - 1)
2
·( t + d)
- N ( p- 1)
2 - 1 ·w
p+3
2 > 0 ,
即 　　　 d
d t
( w′( t) ) 2 -
4 c0
p + 1
( t + d) - N ( p - 1) / 2 ·w ( t)
p+3
2 > 0·　 (8)






( t0 + d)




　　 w′( t) 2 -
4 c0
p + 1
( t + d) - N
( p - 1) / 2 ·w ( t)
p+3
2 > 0 　　(当 t ≥ t0)·　
即 　　　w′( t) ≥ c3 ( t + d)
- N ( p - 1) / 4 ·w ( t)
p+3
4 =
c3 ( t + d)
- N ( p - 1) / 4 ·w ( t)
p- 1
4





其中 　θ ∈ (0 ,1) 是 充 分 小 的 正 常 数 使 得 0 < [ N - (1 - θ) ] · p - 1
4
<
1·　 注意由 H1) 有 0 < p - 1 < 4
N - 1
·　这样 ,由 (7) 和 (9) 可得
　　w′( t) ≥ c5 ( t + d)














(1 - θ) ,β = p - 1
4
θ+ 1 ,有 0 < α < 1 ,β > 1 ,
于是
　　w′( t) ≥ c5 ( t + d)
-α·w ( t)β　　(当 t ≥ t0) ·　
这一微分不等式蕴含了对某个时刻 T0 < + ∞ :
　　w ( t) =∫RN u2 ( x , t) d x →+ ∞　　(当 t → T -0 ) ,
换句话说 ,就是 :问题 (1)的解将在有限时刻爆破·　
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Abs t ract : For the nonlinear wave equation in RN ×R+ ( N ≥2) :5









| u | p- 1 ·u , in 1980 Kato proved the solution of Cauchy problem may blow up in finite time if
1 < p ≤N + 1
N - 1
. In the present work his result allowing 1 < p ≤N + 3
N - 1
is improved by using different
estimates .
Key words : condition for blow up ; wave equation ; Cauchy problem
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